
DS4Physique �PC 2021/2022

Vendredi 14/01/2021. Durée 4h. Calculatrice autorisée.

Pensez à utiliser les 20 à 30 dernières minutes qui vous sont allouées pour relire votre copie, avec le double objectif
de la débarrasser des coquilles (oubli de �èches sur les vecteurs, erreurs de calculs, inhomogénéités,...) et de la rendre
jolie (encadrez vos résultats, soulignez dans les phrases les mots importants, numérotez vos copies,...).

Problème 1 � CCP PSI 2011

Données. Question 9). Un élément de volume en géométrie cylindrique s'écrit dV = 2π r dr dz, où il faut intégrer sur
r et sur z (l'intégration sur θ est déja faite).
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2) Pour R1 < r < R2, en utilisant le théorème de Gauss sur une surface que l�on précisera, 

exprimer ( )E r  en fonction de l, r, Q et 0ε . 

3) Les conducteurs (1) et (2) sont portés aux potentiels respectifs V1 et V2, constants. Par un 

calcul de circulation, exprimer V1-V2 en fonction de Q, l, R1, R2 et 0ε . 

4) On définit la capacité lC du câble de longueur l par 
1 2

l

Q
C

V V
=

−
. Exprimer 

l
C  en fonction 

de l, R1, R2 et 0ε , puis la capacité linéique C du câble coaxial en fonction de R1, R2 et 0ε . 

5) En pratique, l�espace inter-conducteur n�est pas du vide, mais comporte un isolant de 

permittivité relative 3,1
r

ε = . On a alors 0

2

1

2

ln( )

rC
R

R

πε ε
= . 

Déterminer la valeur numérique de C. 

B] Inductance linéique L : 

 On suppose ici que le câble coaxial est alimenté par un générateur de courant continu. Le 

conducteur intérieur assure le transport du courant aller I0, le conducteur extérieur assure le 

transport du courant retour �I0. 

Les répartitions de ces courants sont superficielles et uniformes sur chaque conducteur. Pour 

le conducteur (1),  on a une densité surfacique de courant :
1

0

12
s z

I
j u

Rπ
=

G
G

. On note :
2sj
G

 la densité 

surfacique de courant sur le conducteur (2). 

6) Préciser l�expression et l�unité de 
2
.sj
G

7) Il existe entre les deux conducteurs un champ magnétique B
G

. Par des arguments 

d�invariance et de symétrie, justifier que ( )B B r uθ=
G

G

. 

8) Pour R1 < r < R2, par application du théorème d�Ampère sur un parcours que l�on précisera, 

exprimer B(r) en fonction I0, r et µ0. 

9) On note : 
2

02
m

B
w

µ
= , la densité volumique d�énergie magnétique. Par intégration sur le 

volume inter-conducteur, exprimer l�énergie magnétique Wm du câble coaxial en fonction 

de I0, µ0, R1, R2 et l. 

10) On rappelle que 
2

0

2

l
m

L I
W = . Exprimer l�inductance lL  du câble de longueur l, en fonction 

de µ0, R1, R2 et de l. 

11) En déduire l�inductance linéique L du câble coaxial en fonction de µ0, R1, R2. 

Déterminer la valeur numérique de L. 
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Problème 2 � CCP PC 2021

Données. Question 3). On donne le gradient en sphérique

#      »

grad f =
∂f

∂r
#»er +

1

r

∂f

∂θ
#»eθ +

1

r sin θ

∂f

∂ϕ
# »eϕ
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De la physique dans le vivant 

Au cours de leur évolution, de nombreux systèmes biologiques dans la nature ont développé 
d’incroyables spécificités pour s’adapter à leur environnement. Ce sujet propose l’étude de certaines 
de ces spécificités. On s’intéressera ainsi dans la partie I aux qualités d’adhésion du gecko, avec 
l’étude d’interactions entre molécules polaires en sous-partie I.1, puis le calcul de la force 
d’adhérence d’un gecko au plafond en sous-partie I.2. Dans la partie II, on aborde les facultés 
d’isolation thermique du manchot empereur avec quelques généralités sur les transferts thermiques 
en sous-partie II.1, avant le calcul du métabolisme d’un manchot en sous-partie II.2. Enfin, la 
partie III propose quelques études autour des propriétés de superhydrophobie de la feuille de lotus 
avec l’analyse de deux expériences : la mesure d’une tension superficielle en sous-partie III.1 et la 
mesure de l’angle de contact d’une goutte posée sur un substrat solide par interférométrie optique 
en sous-partie III.2. La sous-partie III.3 développe une application de la superhydrophobie en 
microfluidique. 

Données 

▪ Opérateur gradient d’un champ scalaire U  : 

- grad( ) x y z
U U UU u u u
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂



    en coordonnées cartésiennes 

- 1grad( ) z
U U UU u u u

zρ θρ ρ θ
∂ ∂ ∂

= + +
∂ ∂ ∂



    en coordonnées cylindriques 

- 1 1grad( )
sinr

U U UU u u u
r r rθ ϕθ θ ϕ

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂



    en coordonnées sphériques 

▪ Opérateur laplacien vectoriel d’un champ vectoriel x x y y z za a u a u a u= + +
     en coordonnées 

cartésiennes : ( ) ( ) ( )x x y y z za a u a u a u∆ = ∆ + ∆ + ∆
     où 

2 2 2

, , 2 2 2
i i i

i x y z
a a aa
x y z=

∂ ∂ ∂
∆ = + +

∂ ∂ ∂
 

▪ Permittivité du vide : 2
0

1 18,85 10 F mε − −⋅ ⋅=  
▪ Constante de Boltzmann : 23 11,38 10 J KBk − −⋅= ⋅  
▪ Constante de Stefan : 8 2 4 5,67 10 W m Kσ − − −= ⋅⋅ ⋅  
▪ Intensité de la pesanteur : 29,81 m sg −= ⋅  
▪ Masse volumique de l’eau : 3 31,00 10  kg meρ

−= ⋅ ⋅  
▪ Viscosité dynamique de l’eau à 20 °C sous 1 bar : 31,00 10  Pa seη

−= ⋅ ⋅  
▪ Coefficient de tension superficielle de l’interface eau/air à 20 °C : 3 173 10  N meγ

− −= ⋅ ⋅  
▪ Définition du debye (D) : 301 D 3,33 10  C m−= ⋅ ⋅  
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Partie I - Le gecko 

Source : Autumn K., L’inusable adhésif des pattes du gecko, Pour la Science, n° 343, 2006, p. 82-
88. 

Le gecko est un petit lézard capable de se déplacer à des vitesses de plusieurs mètres par seconde 
sur les murs ou les plafonds de pratiquement toutes natures, dans presque toutes les conditions. Des 
expériences menées en 2002 par l’équipe de l’américain Kellar Autumn ont montré que la 
spectaculaire faculté d’adhésion de l’animal est uniquement due à des forces de Van der Waals. 
L’adhésion est possible grâce à l’anatomie particulière des coussinets des doigts du lézard. Ces 
derniers sont recouverts de poils microscopiques, les sétules, ramifiés en des centaines de branches 
terminées par une spatule pouvant s’approcher à quelques nanomètres de la surface de contact. 

I.1 - Interactions entre molécules polaires 

On considère une molécule polaire située dans le vide, modélisée par un dipôle électrique rigide de 
moment dipolaire électrique permanent 1 1 zp p u=

  . Le dipôle, centré en un point O, est constitué de 
deux charges ponctuelles opposées,  q+  et  q−  (avec 0q > ), situées sur l’axe ( , )zO u  aux points 
respectifs P et N distants de a PN=  (figure 1). On repère tout point M de l’espace par ses 
coordonnées sphériques ( , , )r θ ϕ  dans le repère ( , , , )rO u u uθ ϕ

   . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1 - Dipôle électrique centré en un point O 

Q1. Expliquer, en prenant l’exemple de la molécule de chlorure d’hydrogène (HCl), l’origine du 
moment dipolaire permanent de certaines molécules. Donner l’expression en fonction de a  et 
q  du moment dipolaire électrique 1p  de la molécule polaire. 

Q2. Établir l’expression du potentiel électrostatique 1( )V M  créé en M par la molécule polaire dans 
le cadre de l’approximation dipolaire qu’on explicitera. On donnera le résultat en fonction de 

1p , 0ε  et des coordonnées sphériques du point M. 

Q3. En déduire que le champ électrostatique 1( )E M


 créé en M par la molécule polaire s’écrit en 

coordonnées sphériques : ( )1
1 3

0

( ) 2cos( ) sin( )
4π r

pE M u u
r θθ θ

ε
= +



  . 

 
r   

O 

M ru  

uθ


 
zu  

 

θ  

⊗⊗uϕ


 

 

(  )N q−   

(  )P q+   

a   
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Une seconde molécule polaire, modélisée par un dipôle rigide de moment dipolaire électrique 
permanent 2p , est située au point M sur l’axe ( , )zO u  tel que 0θ = , à la distance r  fixe du point O. 
À un instant donné, son moment dipolaire forme un angle α  avec cet axe (figure 2). Dans ces 
conditions, la molécule plongée dans le champ électrostatique dû à l’autre molécule située au point 
O subit un couple de forces de moment : 2 1( )p E MΓ = ∧

 

 . On rappelle l’expression de l’énergie 
potentielle d’interaction des deux molécules : 12 2 1. ( )p E M= −





 . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2 - Interaction entre deux molécules polaires 

Q4. Quel est l’effet du couple de forces subi par la molécule fixée au point M ? Justifier 
l’orientation de son moment dipolaire électrique lorsqu’elle est en équilibre stable. 

Les deux molécules sont supposées identiques, de moments dipolaires électriques de même valeur 
1 2 1 Dp p p= = = . 

Q5. Estimer l’énergie potentielle d’interaction des deux molécules, distantes de 0,5 nmr = , en 
supposant leurs moments dipolaires électriques alignés. Comparer cette énergie à l’énergie 
d’agitation thermique qui est de l’ordre de Bk T  où Bk  est la constante de Boltzmann, à la 
température ambiante 293 KT = . Conclure. 

Q6. Du fait de l’agitation thermique, on doit considérer l’énergie potentielle d’interaction 
moyenne entre deux dipôles situés à une distance r  dont les orientations relatives sont 
sujettes à des variations aléatoires. À température suffisamment élevée, on montre que cette 

énergie potentielle d’interaction moyenne est de la forme : K
12 6 C

r
= −  où 

22

K
0

1
2πB

pC
k T ε

 
=  

 
. 

Donner un ordre de grandeur de KC  à la température ambiante 293 KT = . Vérifier que la 
force 1/2F



 qui dérive de cette énergie potentielle est attractive. On rappelle que 

1/2 12 gradF = −




 . 

zu  

O 
1p  

2p  
M 

 

 

α  
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I.2 - Calcul de la force d’adhérence du gecko au plafond 

La force, calculée à la question précédente, correspond à une interaction de Van der Waals entre 
molécules polaires. Si on considère maintenant deux plans infinis parallèles, distants de D  et 
séparant chacun un milieu solide (figure 3), on montre en prenant en compte l’ensemble des 

interactions de Van der Waals que la force surfacique entre les deux milieux s’écrit : 3( )
6π

Af D
D

= . 

La constante A, appelée constante de Hamaker, dépend de la nature des interactions de Van der 
Waals et des densités moléculaires des deux solides en interaction. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3 - Deux milieux plans infinis en interaction 

Q7. Vérifier que la constante de Hamaker A  est homogène à une énergie. 

Q8. Un gecko de masse 50 gm =  est suspendu par ses quatre pattes au plafond. Le gecko possède 
au total 6 millions de sétules, comportant chacune en moyenne 500 spatules. En modélisant 
une spatule par une surface carrée de 0,2 μm  de côté située à une distance 1 nmD =  du 
plafond, estimer le pourcentage de sétules utilisées par le gecko pour soutenir sa masse. On 
prendra 1910  JA −=  et on négligera tout effet de bord. 

Sachant que l’équipe de Kellar Autumn a constaté qu’un gecko de 50 g utilise à son 
maximum d’adhérence uniquement 0,04 % de ses sétules pour soutenir sa masse, peut-on bien 
imputer les facultés d’adhérence du gecko aux interactions de Van der Waals ? Pourquoi le 
gecko mobilise-t-il certainement davantage de sétules pour assurer son adhérence ? 

Q9. À un instant pris pour origine, on suppose que le gecko lâche le plafond et chute de 10 cm 
avant de se rattraper à l’aide d’une patte à une surface verticale. Sachant que l’équipe de 
Kellar Autumn a pu mesurer une force de cisaillement (opposée au glissement) de l’ordre de 
10 N par patte, estimer la distance que doit parcourir le gecko lorsque sa patte est en contact 
avec le mur pour s’arrêter. On supposera qu’il mobilise 50 % de la capacité de cisaillement 
maximale de sa patte. 

Cette question fait appel à une démarche de résolution de problème. Il est notamment attendu 
de préciser chaque notation introduite, de présenter de façon claire les hypothèses retenues, 
de mener de bout en bout un calcul littéral, puis d’effectuer l’application numérique attendue. 

 

 

D  Vide 

Milieu solide 

Milieu solide 
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Problème 3 � ENAC EPL 2009
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Problème 3 � e3a PC 2019

Première partie

Des supercondensateurs pour alimenter un

moteur électrique

A /Condensateur plan à symétrie de révolution
On considère le condensateur plan de la figure suivante.





  

  









 

 








FIGURE 1 – Condensateur plan à symétrie de révolution

Ses armatures sont des disques conducteurs de rayon Rext séparés par un diélectrique de permittivité relative ǫr et
d’épaisseur e . D’un point de vue électrique, le diélectrique se comporte comme le vide à condition de remplacer
la permittivité du vide ǫ0 par la permittivité du milieu ǫ = ǫ0.ǫr dans les formules utilisées.

Les armatures A et B sont soumises respectivement à un potentiel électrique �A et �B . On note QA la charge élec-
trique de l’armature A et QB =−QA celle de l’armature B.

On suppose que le champ électrique
−−−→
E (M ) est orienté selon l’axe −→uz et qu’il est uniforme à l’intérieur du diélec-

trique.

Les armatures étant d’épaisseur négligeable, elles seront donc considérées confondues avec les plans d’équation

z =− e

2
et z =+

e

2
. On adoptera un modèle de plan uniformément chargé en surface pour les décrire.

A1. Justifier très simplement que les armatures d’un condensateur ont des charges électriques de signes opposés.
A2. Donner une condition sur Rext et e permettant d’assimiler les armatures à deux plans infinis.

On s’intéresse dans un premier temps uniquement à l’armature supérieure, supposée seule et dans le vide.

A3. Justifier avec soin que le champ électrique créé en tout point par cette armature peut s’écrire
−−−−→
EA (M ) = EA(z )

−→uz .

A4. On pose z ′ = z − e

2
. Exprimer EA(−z ′) en fonction de EA(z ′). On justifiera la réponse.

A5. En utilisant le théorème de Gauss, établir alors l’expression du champ électrique créé en tout point de l’espace
par l’armature en fonction de QA, Rext et ǫ0.

On prendra le soin de distinguer les cas z >
e

2
et z <

e

2
.

4
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B1. Établir l’équation différentielle satisfaite par uC et montrer qu’elle se met sous la forme :

duC

dt
+

1

τ
uC =

E

τ

B2. Comment nomme-t-on τ ? Quelle est sa signification physique ?
B3. (⋆) Déterminer à l’aide du relevé expérimental fourni une estimation de τ et de E . Bien expliciter le raisonne-

ment suivi.
B4. En déduire alors une estimation de la capacité C du condensateur.

On se propose d’étudier un algorithme permettant de déterminer E et τ en faisant appel à une approximation
au sens des moindres carrés ainsi qu’à une optimisation par la méthode du gradient dont on expose les principes
ci-dessous.

Approximation au sens des moindres carrés

Le suivi de l’évolution de la tension uC en fonction du temps donne N mesures fournissant un ensemble de couples�
ti , (uC ,e x p )i
�

pour i ∈ [[0, N − 1]].

La liste temps contient les N valeurs des instants uniformément répartis sur l’intervalle [0, 0.01] (exprimés en se-
conde) et la liste uC_exp contient les N valeurs de la tension uC ,e x p correspondante.

En supposant ce système du premier ordre, ces deux variables sont reliées par le modèle :

∀t > 0, uC (t ) = E

�
1− exp
�
− t

τ

��

uC (t ) dépend donc de deux paramètres E et τ. Le problème consiste à ajuster au mieux ces deux paramètres pour
faire coïncider le plus « justement » possible les valeurs numériques uC (t ) et expérimentales uC ,e x p (t ).

Le critère d’approximation au sens des moindres carrés introduit une distance donnée par la fonction S :�2→�+
définie par :

S : (E , τ) �−→
N−1�
i=0

���uC ,e x p (ti )− uC (ti )
���
2

La meilleure approximation est réalisée lorsque les paramètres E et τminimisent la fonction S .

Dans les questions qui suivent, on importe le module numpy permettant de travailler avec des tableaux.
B5. Écrire en code Python une fonction uC_th(temps, E, tau) qui prend en arguments le tableau 1D temps

ainsi que les deux paramètres E et tau et qui retourne un tableau contenant la liste des valeurs du modèle
uC (ti ).

B6. Définir une fonction norme_quad(p1,p2) qui prend en arguments deux tableaux 1D contenant respecti-

vement les N coordonnées du point Pi (i = 1, 2) et qui renvoie
���−−→P1P2

���
2

. On travaille ici dans un espace affine

euclidien de dimension N .
B7. Définir la fonction S(temps, uC_exp, E, tau) prenant en arguments les tableaux temps et uC_exp,

les flottants E et tau et qui retourne la distance définie dans le critère d’approximation au sens des moindres
carrés.

Méthode du gradient à pas fixe

Il s’agit d’une méthode assez simple mais pas très robuste permettant de trouver le minimum local d’une fonc-
tion. L’idée principale repose sur l’utilisation du gradient en un point donné de la fonction étudiée pour donner
la direction de la « descente » vers le minimum recherché. La distance entre deux points successifs Mi (xi , yi ) et
Mi+1(xi+1, yi+1) de deux itérations de la méthode est donnée par la relation suivante :

−−−−−→
Mi Mi+1 =−α.
�−−→

grad
�
f
��
(xi , yi )

soit :





xi+1 = xi −α.
�
∂ f

∂ x

�
y
(xi , yi )

yi+1 = yi −α.
�
∂ f

∂ y

�

x

(xi , yi )

6

444 Fin du devoir.
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